LE RAPPRESENTAZIONI DELLO SPAZIO E GLI ENTI GEOMETRICI

Il concetto di spazio é collegato, nella mente umana, a sensazioni di distanza, percorsi possibili,
profondita e altezza. Lo spazio dentro quale ci muoviamo e dentro il quale collochiamo di oggetti, €
a tre dimensioni e, se ne consideriamo le caratteristiche spaziali, ne trascorriamo struttura, colori, ed
altre qualita, soffermandoci sulla loro estensione.

E proprio dalla tridimensionalita entro la quale ci muoviamo nasce la tridimensionalita
rappresentativa: € molto semplice rappresentare mentalmente lo spazio tridimensionale. Un
individuo “piatto”, a due dimensioni, non capirebbe cosa vuol dire fare un salto, né sarebbe in grado
di fare una capriola.

Quindi per spazio intuitivamente intendiamo “lI’ambiente” in cui collochiamo agli oggetti che
vediamo e ci muoviamo.

Il concetto di spazio si forma sin dai primi mesi di vita, quando, compiendo opportuni movimenti,
un bambino riesce a toccare ed afferrare gli oggetti che ha visto o di cui, comunque, ha avvertito la
presenza. Il bambino riesce presto ad organizzare questo spazio: vicinanza di oggetti, dimensioni,
prima identificazione tra il proprio spazio e quello degli altri.

Quando il bambino comincia a capire che un oggetto, anche se nascosto e non visibile, continua ad
esistere, ha una prima rappresentazione mentale dell’oggetto stesso. Le prime esperienze
geometriche, quindi, sono collegate alle nostre capacita di osservazione e di movimento.

E il collegamento tra spazio e movimento evidenzia una caratteristica fondamentale dello spazio:
esso e continuo, come il tempo. Non esistono cioe punti dello spazio che non abbiano altri punti
vicini. Non ¢ possibile rappresentare lo spazio come una successione “discreta” di punti.

La realta risulterebbe vista con criteri analoghi a quelli del divisionismo, che divideva un
movimento in una somma di immagine successive. Anche il tempo, si ¢ reso “discreto”, darebbe
un’immagine della realta a fotogrammi e non in situazioni continue.

Oltre alla continuita, lo spazio rappresentato ha un’altra caratteristica: la possibilita di essere
misurato. Il nostro corpo €& per noi il primo strumento di misura; esso, insieme al modo in cui
vediamo di oggetti, determina la prima rappresentazione dello spazio.

Infatti la geometria € nata come capacita di muoversi, di organizzare 1’esperienza visiva ed il
movimento, di disegnare e di progettare. Era pertanto € molto legata alla misura e al fine di
risolvere problemi pratici.

Il collegamento con I’esperienza € la terza caratteristica del concetto di spazio. Infatti, per un
individuo vissuto 1000 anni fa, la geometria aveva caratterizzazioni piane. | grandi viaggi per mare
hanno creato esperienze sulla geometria sferica e per 'uomo si ¢ modificata la rappresentazione
dello spazio.

Il collegamento con I’esperienza anche alla base della geometria “astratta”, quella greca. Per i greci
infatti la geometria alla come “invenzione di modelli della realta che non corrispondono a figure
esistenti in natura (che sono molto piu irregolari) ma rappresentano quelle figure, facilmente
disegnabile misurabili, che permettono di approssimare le figure esistenti in natura.

Cosi gli Elementi di Euclide hanno fornito termini, postulati, nozioni comuni dai quali sono stati
detratti tutti i teoremi e le proprieta delle figure geometriche che caratterizzano un modello di
spazio de tutto spazio euclideo.

Esso é fondato su tre concetti primitivi:
PUNTO, cio che non ha parti

LINEA, cio che ha lunghezza, ma non larghezza lo spessore
LINEA RETTA, linea che giace ugualmente rispetto a tutti i suoi punti.
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Gli assiomi che Euclide scelse esprimevano delle proprieta cosi “chiaramente vere” che chiunque
era disposto ad ammetterli come base per ulteriori ragionamenti. Fino al diciannovesimo secolo
’edificio euclideo ¢ rimasto quasi intatto e si conserva... indistruttibile anche oggi nella scuola,
nonostante il fatto che la sostituzione del quinto postulato di Euclide (per un punto esterno ad una
retta passa una sola retta parallela a quella data) abbia fatto nascere de le geometrie “diverse”, dette
non euclidee.

Il problema che pero resta aperto ¢: lo spazio euclideo ¢ 1'unico possibile? Si pud pensare allo
spazio come a qualcosa di assoluto?

Abbiamo visto che esso € collegato alle esperienze che gli individui vi compiono e agli strumenti di
misura, anche nuovi, che 'uvomo individua. Pertanto si puo affermare che esso ¢ relativo. D’altro
canto, la relativizzazione del concetto di spazio, come quella del concetto di tempo, & una delle
principali caratteristiche del pensiero filosofico scientifico dell’ultimo secolo.

Non a caso nel 1913 Henri Poincaré per primo affermava che lo spazio ¢ relativo e che la frase
“posizione assoluta di un oggetto” ¢ priva di significato, cosi come “grandezza assoluta di un
oggetto”. Lo stesso affermava che la geometria nasce da una convenzione: noi diciamo uguali due
figure che rappresentano “I’impronta” di due corpi solidi trasportati da una posizione ad un’altra.

In conclusione, si puo dire che lo spazio tridimensionale, quello euclideo, & una convenzione e non
e lo spazio assoluto. Pertanto, il codice rappresentativo é relativo e le rappresentazioni che ne danno
le altre geometrie, quelle non euclidee, sono comunque delle rappresentazioni relative.

Noi come scuola dobbiamo essere consapevoli che interveniamo nel processo di astrazione e di
rappresentazione di un concetto non assoluto e dobbiamo facilitare lo sviluppo di strutture mentali
legate a movimento, esperienza in misura e concetti convenzionali legati allo spazio, non solo
euclideo.

STUDI PSICOGENETICI

Per I'importanza delle strutture spaziali nell’ambito della costruzione del pensiero, il ruolo
dell’intuizione spaziale ¢ assai piu vasto di quello che possiamo cogliere all’interno della parte della
matematica tradizionalmente denominata geometria. Aritmetica, algebra, la stessa logica, hanno
bisogno di forme di visualizzazione interne o esterne di tipo geometrico o di appoggiarsi ad esse nel
loro sviluppo. Possiamo allora dire che tutto il pensiero matematico € intriso di intuizioni
geometriche e educare a pensare matematicamente deve seguire la stessa via, come afferma
Pellerey.

Come dice Piaget, lo spazio e il tempo sono strutture attraverso le quali noi percepiamo e
concepiamo gli oggetti. Innanzi tutto Piaget distingue lo spazio senso-motorio dallo spazio
rappresentativo. Il primo € costruito dal bambino dalla nascita ai 18 mesi, il secondo da 18 mesi e
9/10 anni.

Per Piaget I’'immagine visiva & ben diversa dalla percezione visiva e si forma esclusivamente se il
bambino ha eseguito I’esplorazione tattile su un oggetto da cui pud astrarla. L’immagine e cio¢
I’interiorizzazione di un’azione.

Il bambino, sebbene nei primi tre anni di vita abbia gia costruito sul piano senso-motorio i rapporti
topologici, proiettivi e metrici, impiega un lungo periodo a ricostruire nello stesso ordine tali
rapporti sul piano dello spazio rappresentativo.

Nonostante le varie critiche a Piaget sulla mancanza di rigore matematico dei suoi concetti e sul
rigore della sua ricerca, dai suoi studi risultano comunque essenziali due implicazioni didattiche:

1. Essendo il pensiero geometrico costruito su un sistema di azioni interiorizzate, non &
conveniente addestrare gli alunni con metodi soltanto visivi o verbali. In tal modo la ognuno
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impara meccanicamente alcune nozioni ma non é capace di trasferire in contesti diversi da
quelli abituali.

2. perché il bambino passi dall’azione al pensiero rappresentativo € da questo alla riflessione,
occorrono graduali e molteplici esperienze.

LA PERCEZIONE DELLO SPAZIO

Poiché 1"uvomo guarda il mondo dai suoi occhi, la forma piu elementare di organizzazione dello
spazio fisico consiste nell’assumere proprio corpo come centro di riferimento e nel coordinare

2«6

rispetto a se stessi gli oggetti secondo i tre tipi di rapporti simultanei “davanti-dietro”, “a destra-

99 ¢

sinistra”, “sopra-sotto”.

Il corpo in postura eretta individua un piano di riferimento che divide lo spazio e in due semispazi:
davanti e dietro.

La simmetria bilaterale del corpo individua un piano, perpendicolare al primo, che divide anche il
solo spazio in due semispazi (del braccio destro e del braccio sinistro).

All’altezza degli occhi si individua un piano orizzontale, perpendicolare ai primi due, che fa

distinguere sopra e sotto.

Gli occhi sono dunque il centro di un sistema di tre piani alla loro perpendicolari che dividono lo
spazio circostante al corpo in otto zone contigue.

Si puo definire la geometria come un modello matematico dello spazio fisico. Gli enti geometrici
sono di natura completamente astratta, in quanto una retta non esiste in natura. Ma le relazioni
esistenti tra i vari enti geometrici sono, tutto sommato, assai somiglianti alle relazioni che si
possono scoprire tre dati della realta fisica corrispondente

Non & produttivo presentare la geometria con definizioni verbali che spesso non tengono conto e
non fanno parte delle esperienze concrete dei bambini, per cui sono prive di significato. Utilizzando
cioé il linguaggio specialistico della disciplina stessa, le parole restano tautologicamente collegate
all’interno del dizionario verbale-astratto della disciplina.

Invece le definizioni potrebbero nascere da attivita didattiche di tipo operatorio-esperienziale,
durante le quali il bambino a prendere nuove parole di geometria mentre manipola oggetti e
situazioni ed esegue, per imitazione, operazioni fisiche opportunamente verbalizzate. Si creano cioé
ambienti di apprendimento dai quali i bambini ricaveranno occasioni di auto esplicazione del
significato intrinseco alle nuove parole da apprendere. Il bambino € messo nelle condizioni di
stabilire una corrispondenza tra gli elementi linguistici di due dizionari diversi: quello attivo e
quello formale simbolico-astratto del linguaggio disciplinare.

Percorsi possibili per un curricolo di geometria dovrebbero tener conto dei seguenti settori di
lavoro:

1. Competenze motorie e spazio rappresentato ( per un’appropriata organizzazione spaziale
orientata alla sistemazione delle esperienze spaziali e ad una fondazione costruttiva della
geometria).

2. Lageometria piccole e grandi distanze.

3. Geometria euclidea e altre geometrie.

Nello sviluppo del curricolo i contenuti dei settori si intrecciano continuamente; dovrebbero avere
priorita soltanto le attivita iniziali sull’organizzazione dello spazio.
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Un’attenta ricognizione in ingresso dei concetti spaziali implica non un’analisi della realta del
bambino cosi com’¢, ma 1’organizzazione di una serie di attivita compensative e “perequative” dei
concetti spaziali.

COMPETENZE MOTORIE

Verificare il livello di acquisizione dello schema corporeo significa avere il coraggio di tornare a
proporre congrue esperienze corporee per I’elaborazione dell’immagine del proprio corpo, pit che
correggere il disegno se inadeguato.

Allo stesso modo, verificare i diversi livelli di lateralizzazione (mano, piede, occhio, orecchio)
significa proporre attivita di movimento nel corpo nello spazio per stabilizzare la lateralizzazione
stessa.

E verificare il lessico relativo alle relazioni spaziali (non topologiche, ma spaziali) significa non
proporre schede dove artificiosamente individuare sopra, sotto, vicino, lontano... ma proporre
adeguate esperienze per vivere i termini da acquisire dal di dentro. La padronanza individuale di tali
concetti puo essere controllata durante lo svolgimento di giochi di movimento realizzati con 1’uso di
opportune istruzioni d’azione. Le esercitazioni iconico-grafiche vanno proposte solo in momenti
successivi.

Le relazioni spaziali possono essere suddivise in tre diversi contesti:

A) COLLOCAZIONE SPAZIALE: lontano-vicino, dentro-fuori, nel mezzo, in cima, in fondo,
al centro, intorno, tra, il piu vicino, il piu lontano, dietro-davanti, sopra-sotto, accanto, oltre,
unito...

B) DIREZIONE E ORIENTAMENTO: attraverso, primo, secondo, terzo... ultimo, figlia,
dopo, la Nato, inizio, destra, sinistra, in avanti, di fronte, verso, su, giu, angolo, dritto,
contorno, successivo, precedente, segue, precede,...

C) DIMENSIONI SPAZIALE: grande-piccolo, alto-basso, lungo-corto, largo-stretto, il piu
largo-il piu stretto,...

Le abilita le conoscenze relative a questi concetti sono gli strumenti cognitivi indispensabili per:

- passare dallo spazio vissuto allo spazio rappresentato con riferimento intrinseco (un
passaggio molto graduale che si attua nella scuola dell’infanzia e nei primi due anni di
scuola primaria).

- Passare dallo spazio rappresentativo relativo allo spazio organizzato con riferimento
estrinseco (passaggio che avviene con I’aumento delle capacita di decentramento
psicologico del bambino; e se avviene negli ultimi tre anni della scuola primaria).

Per mezzo delle dinamiche corporee il bambino impara a conoscere le proprieta spaziali, costruisce
cioé la percezione spaziale.

La percezione dello spazio e pertanto la concettualizzazione del movimento, mancando il quale il
bambino non elabora nessuna idea sulle proprieta spaziali e sulle loro relazioni.

In sede didattica il primo fatto che va considerato e che il bambino ha necessita di muoversi nello
spazio perché cosi arriva a coordinare le proprie modalita sensoriali e ad acquisire una
consapevolezza sempre maggiore dello spazio stesso.
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GLI ENTI GEOMETRICI

Attraverso queste modalita, la prima astrazione che il bambino realizza e quindi quella di “spazio” e
non certamente quella di “punto”.

Lo inducono a rendersi conto che lo spazio d’azione ¢ limitato (una parete rispetto alla stanza, il
terreno...). Tali esperienze si pongono alla base del concetto di “superficie”, concepita come
frontiera fra due diverse parti dello spazio. Il concetto di “piano” rappresenta un caso particolare
del concetto di superficie, quella del tutto “liscia”, ossia priva di protuberanze e¢ avvallamenti: SON0O
concreti di azioni che conducono il bambino ad elaborare 1’idea di piano.

Nei vari giochi popolari (campana, mondo,...), i bambini tracciano alcune linee sul pavimento e
cosi delimitano la superficie con una frontiera ideale che rappresenta il confine per entrare o uscire
dalla superficie racchiusa. Anche la “linea” quindi pu0 essere considerata una frontiera fra parti del
piano.

Un caso particolare della linea e la retta (che non cambia mai direzione); un altro la curva (che
cambia continuamente direzione); un altro ancora all’angolo (che cambia direzione di colpo).

I1 “punto” diviene una frontiera tra una parte di linea ed una parte ad essa contigua.

Un percorso pensato in questo modo prevede che il punto venga concettualmente per ultimo e lo
spazio per primo.

CONSIDERAZIONI DIDATTICHE

Negli anni della scuola dell’infanzia e della scuola primaria il bambino lavora per possedere lo
schema corporeo e la conoscenza delle relazioni spaziali. E dunque necessario verificare e
potenziare il grado di sicurezza con cui usa il suo corpo nello spazio circostante ancora prima di
introdurlo all’organizzazione del piano del foglio per la scrittura della lettura. Occorre cio¢
consolidare la padronanza lessicale delle “coordinate naturali” e far prendere coscienza
dell’importanza del centro di riferimento, sviluppandone in seguito il senso di relativita. |1 bambino
diverra cosi capace di decentrare il proprio punto di vista e di descrivere cio che vede un altro
osservatore in una posizione qualsiasi rispetto al sé.

Nelle situazioni di vita quotidiana usiamo spesso espressioni del tipo “prendi il libro che ¢ sul
tavolo”, “sposta la sedia vicino alla porta”. Nelle informazioni che permettono di riconoscere la
posizione indicata ¢’¢ sempre un margine di indeterminatezza il buon senso di chi esegue 1’ordine.
E proprio sull’indeterminatezza che andrebbe posto I’accento del lavoro uno spazio a scuola, per far
accogliere le difficolta di coordinare le posizioni reciproche degli oggetti rappresentati, che e anche
i primi disegni in pianta richiedono.
Esperienze in cui lo sguardo esplora un terreno aperto o il cielo portano a fissare le posizioni
reciproche di oggetti attraverso distanze angolari e faranno nascere in maniera significativa
I’esigenza di strutturare sistemi di riferimento (linea dell’orizzonte locale, stella polare, bussola,
punti cardinali...). Una cura specifica dovra essere data al
Looe 90° - passaggip verso la modellizzazi_on(? consapevole in senso
: geometrico della realta, attraverso il disegno.
150° _ : 30° Molte volte, per fissare una posizione, ci limitiamo a spostare
' ' lo sguardo ancorandolo ad oggetti facilmente identificabili
(“vedi laggiu I’entrata della scuola? Gianna ¢ la ragazza con la
giacca rossa a 20 m da noi”). Organizziamo cioe lo spazio nella
maniera piu naturale, a partire dalla nostra posizione, in
210° ' ' 330" | direzione e distanza. Le coordinate polari aiutano a fissare con
' AN maggior rigore la direzione di partenza, I’angolo di cui ruotare
299 5700 e a partire da essa e la distanza dall’osservatore. In un possibile
percorso per la scuola, le coordinate polari, per le quali sono

180° ok
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fondamentali concetti di retta. direzione ed angolo, possono essere utilizzate solo dopo aver fatto
maturare 1’idea dell’insieme delle direzioni che escono a raggiera dal centro di riferimento.

Molto spesso invece, nella scuola, vengono usate solo le coordinate cartesiane. Ma in realta si
utilizzano solo parzialmente, attraverso quadrettature, reticoli e coordinate intere. In realta occorre
dare rilievo a ciascuno dei concetti coinvolti (direzione e verso sulla retta, punto di partenza, coppia
ordinata, orientamento nel piano,...); solo cosi potranno essere accolti e padroneggiarti tutti insieme
in un secondo momento.

LA MATEMATICA DELLA TERRA IN CUI VIVIAMO:
GEOMETRIA DELLE PICCOLE E GRANDI DISTANZE

Il passeggero di un aereo non sa spiegarsi perché le rotte aeree, anziché rappresentare il percorso
piu breve sulle carte aeree, ci dicono che I’aereo fa un percorso apparentemente piu lungo. In realta
il percorso breve fra due punti di una sfera & un arco di cerchio massimo che riportato su una carta
bidimensionale sembra essere il pit lungo del segmento che unisce i due punti del piano.

LE GEODETICHE
Volendo analizzare qual € la via piu breve tra due punti, dobbiamo considerare qual € la superficie
sulla quale essi si situano.

Un elastico fra due chiodi piantati su una tavoletta di legno ci dice che il
o—e cammino piu breve tra i due punti € un segmento di retta. Questo avviene
su una tavoletta, cioé sul piano.

Facendo riferimento ad una sfera, preliminarmente dobbiamo capire che se tagliamo la sfera con un
piano otteniamo sempre un cerchio, piu 0 meno grande. Fra tanti cerchi paralleli, il cerchio piu
grande é quello che contiene il centro della sfera: € un cerchio massimo. Fissando due punti sulla
sfera, in posizione qualunque, essi possono essere sull’arco di un parallelo, ma anche su un arco di
cerchio massimo. Usando [I’elastico tra i due punti, esso andra ad indicare 1’arco di cerchio
massimo, e sulla sfera e la via piu breve.

Le considerazioni matematiche sembrano andare contro il senso comune. Ma

non ¢’¢ contraddizione tra i due punti di vista: essendo la terra molto grande,

non avvertiamo la curvatura della terra e il tratto piu breve fra due localita ci

appare rettilineo. Ma se percorriamo distanze molto grandi, come quelle

percorse da un aereo, ci rendiamo conto che tratti che sembravano rettilinei
sono invece archi di cerchio.

Ma tornando alle geodetiche, abbiamo capito che al variare della superficie variano le vie piu brevi.
E interessante capire cosa succede sul cilindro. E evidente che se: si trovano su una generatrice, la
geodetica e un tratto della generatrice, cioe un tratto diretta. Se invece: stanno sullo stesso parallelo,
la geodetica e un arco di quel parallelo. Ma sei punti non si trovano in queste posizioni particolari,
la geodetica e rappresentata da un arco di elica (lo sanno bene gli scoiattoli che quando si
arrampicano su un albero, per fare presto percorro un tratto di elica).

i
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PARALLELISMO

La geometria della superficie terrestre & diversa dalla geometria della piccola zona in cui viviamo:
I’arco di cerchio massimo che rappresenta la via piu breve tra due punti comporta altre diversita. Ad
esempio, mentre sul piano vale il teorema secondo il quale per un punto esterno ad una retta si puo
condurre una sola retta parallela a quella data, sulla sfera, dove i cerchi massimi hanno la stessa
funzione delle rette nel piano, perché si incontrano sempre in due punti.

Un’altra proprieta accade quando si passa dal piano alla sfera: il fatto che la somma degli angoli di
un triangolo & sempre di 180°. Considerando un triangolo variabile (stessa base, variazione
dell’altezza). Facendo variare con continuita la distanza di suo vertice dalla base, ci rendiamo conto
che gli angoli alla base rimpiccioliscono e quello al vertice ingrandisce.

Quando I’altezza si riduce a zero, il triangolo si schiaccia sulla base e quindi gli angoli alla base
sono di 0° e I’angolo al vertice ¢ un angolo piatto, di 180°. Di nuovo vale la somma degli angoli
interni (0° + 0° + 180° = 180°). Andando invece sempre piu distanti dalla base avviene il contrario,

gli angoli alla base
diventano sempre piu
grandi mentre
rimpicciolisce  1’angolo
al vertice. Se si pensa al
vertice allontanato dalla
base all’infinito,
ciascuno degli angoli
alla base risulterebbe

— — retto, mentre quello al
vertice tenderebbe a
Zero.

Ancora una volta la somma degli angoli interni & 180° (90° + 90° + 0°).

Questi due casi limite ci fanno intuire la proprieta. Ma passando alla sfera, un triangolo & sempre
limitato da creargli di cerchio massimo, per cui la somma dei tre angoli puo superare certamente i
180°.

Alcune proprieta della geometria del piano tavolo quando dal foglio di carta, da una piccola
estensione che ci appare come piana, si passa a vivere su tutta la terra, che ha forma sferica!
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